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Для суттєвого зменшення ваги плоских монолітних залізобетонних перек-
риттів, фундаментів та інших плитних конструкцій все ширше застосовують 
в практиці будівництва ефективні вставки як окремі вироби з відносно легких і 
дешевих матеріалів, які розташовують в середній частині перерізу і залиша-
ють у плитах після їх бетонування.  
Вставки з відносно легких і дешевих матеріалів по відношенню до бетону 
мають на порядки меншу міцність і жорсткість, і є по суті порожниноутво-
рюючими. Розглянуті вставки є призматичними. За розташування вставок у 
двох напрямках, що є характерним для більшості плитних конструкцій, отри-
муємо двотаврові перерізи, при розрахунку яких проаналізовано вплив загальних 
і місцевих силових факторів. За таких умов плити необхідно розраховувати з 
врахуванням двовісної роботи бетону. В статті розглянуто напружено-
деформований стан плитних залізобетонних конструкцій з двонаправленим 
розташуванням вставок, а також подано обґрунтування розрахункових схем 
та розрахункові залежності, що стосуються методики розрахунку перекрит-
тів та інших плитних залізобетонних конструкцій з двонаправленим розташу-
ванням вставок. Наведено приклад розрахунку монолітного перекриття за за-
пропонованою методикою, який показав, що врахування двовісного напружено-
деформованого стану бетону суттєво збільшує міцність бетону і жорсткість 
перекриття – на 19,3 %.  
Отже, врахування двовісного стиску бетону є важливим чинником при 
проектуванні плитних конструкцій з двонаправленим розташуванням вставок 
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1. Вступ  
В практиці будівництва все частіше застосовують монолітні залізобетонні 
перекриття та інші плитні конструкції з ефективними вставками, використання 
яких дає суттєве зменшення власної ваги плит і економію бетону та арматури [1]. 
За кордоном в основному використовують пластмасові вставки різних 
форм, в Україні – призматичні пінополістирольні вставки, які мають односто-
роннє (в одному напрямі) або двостороннє розташування вставок. 
За умов розташування вставок в обидвох напрямках, що є характерним для 









деформований стан бетону, проте в існуючих методиках розрахунку це не вра-
ховується. 
 
2. Аналіз літературних даних і постановка проблеми 
В публікації [2] розглянуто вплив динамічного навантаження на міцність, 
деформативність і мікротріщиноутворення бетону при його одно- і двовісному 
стисканні. В роботі [3] подана ортотропна модель бетону, що зазнає двовісного 
і тривісного динамічного навантаження. В публікаціях [4, 5] подано результати 
досліджень під високошвидкісним динамічним навантаженням. Проте, як і в 
роботі [2], розглянуті динамічні впливи не є характерними для плитних залізо-
бетонних конструкцій, що розглядаються.  
За результатами досліджень [6] запропоновано модель, що описує співвід-
ношення напружень і деформацій при двовісному стисканні. Проте вона стосу-
ється переробленого бетону і не може бути використана для звичайного бетону. 
Дослідження на двовісне стискання [7] проводили на спеціальному при-
строї, який дозволив керувати режимом деформації шляхом зміни характерис-
тик жорсткості. Проте отримані результати можуть бути використані для аналі-
зу методів обчислення статично невизначених систем. 
Дванадцятирічні дослідження бетону під двовісним навантаженням пока-
зали, що коефіцієнт повзучості Пуассона є приблизно постійним в часі, а мо-
дуль Юнга значно збільшується [8]. Проте поданий в статтях аналітичний опис 
цих змін є складним для використання. 
В дослідженнях [9] випробовували двовісно напружений бетон значної мі-
цності – від 58 до 94 МПа. Проте отримані значення коефіцієнтів напружень не 
можна використати для плитних залізобетонних конструкцій, міцність бетону 
яких є в 2…3 рази меншою від дослідного бетону. За результатами випробувань 
кубічних (10·10·10 см) зразків в дослідженнях [10] обґрунтовано критерії від-
мови бетону при двовісному і тривісному стисканні. Але запропоновані п’яти- і 
шестипараметричні моделі міцності бетону є складними для використання в 
інженерних розрахунках. Експериментально-теоретичні дослідження деформу-
вання бетону за двовісно-напруженого стану [11] стосувалися лише бетону і 
були використані для розрахунку балок, що лежать на податливій основі.  
Пропозиції щодо розрахунку монолітних плоских залізобетонних перек-
риттів та інших плитних конструкцій з однонаправленим розташуванням вста-
вок, що висвітлені в публікації [12], стосуються визначення жорсткісних харак-
теристик плит в обидвох напрямках при їх загальному статичному розрахунку, 
але без врахування змінених характеристик бетону. 
З наявних літературних джерел можна зробити висновок, що відсутні об-
ґрунтовані розрахункові схеми та аналіз напружено-деформованого стану, які 
можна використати для розрахунку плитних конструкцій з двонаправленим ро-
зташуванням вставок з врахуванням двовісної роботи бетону. 
 
3. Мета і завдання дослідження 
Метою дослідження є обґрунтування розрахункових схем плоских плитних 









ванням напружено-деформованого стану бетону при його двовісному стиску 
для розробки методики їх розрахунку.  
Для досягнення мети були поставлені такі завдання: 
– обґрунтувати розрахункові схеми, що відображають напружено-
деформований стан конструкцій з двонаправленим розташуванням вставок;  
– розглянути і проаналізувати розрахункові залежності, що описують дво-
вісний стан бетону;  
– на прикладі показати використання розробленої методики на практиці.  
 
4. Обґрунтування розрахункових схем  
У більшості конструктивних вирішень залізобетонних плит з вставками 
маємо квадратні чи прямокутні в плані їх обриси з відповідним взаємоперпен-
дикулярним внутрішнім розташуванням проміжних балок-ребер, тобто ортот-
ропні плитні конструкції. В їх розрахунковій схемі необхідно врахувати і про-
аналізувати наявність загальних і місцевих силових факторів.  
Розглянемо це на прикладі перекриття з прямокутними вставками, частина 




Рис. 1. Частина монолітного плоского залізобетонного перекриття з призматич-
ними вставками 
 
У загальній конструкції плити в околі перерізу балок маємо двотаврові пе-
рерізи в кожному з напрямів (напрямки X і Y – рис. 2) – надалі бітаврові перері-
зи. Розраховуючи тріщиноутворення, використовуємо двотавровий переріз 
(рис. 2, а), при розрахунку за несучою здатністю – умовно тавровий переріз 
















Рис. 2. Бітавровий переріз: а – фактичний; б – розрахунковий 
 
У верхній полиці перекриття, як у нерозрізній конструкції, в середній (мі-
жбалковій) частині діють моменти, що розтягують нижні волокна полиці, стис-
каючи верхню зону. 
Біля балок і над балками в полиці виникають моменти протилежного на-
пряму (знаку), які спричиняють зусилля розтягу верхніх волокон полиці і, від-
повідно, стиск нижньої її зони (рис. 3, а, б).  
Проте зусилля розтягу на одиницю довжини 1
x
sN  полиці з умов рівноваги 
дорівнює аналогічному стискаючому зусиллю 1
x
bN . (рис. 3, в). Аналогічно 
1 1,
y y
s bN N  тому ці пари зусиль взаємно врівноважуються і в проекції на горизо-
нтальну вісь дорівнюють нулю.  
Таким чином, в розрахунковій схемі верхніх полиць залишаються стиска-
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Рис. 3. До напруженого стану полиць бітаврового перерізу (на рис. 3, б–г зусил-
ля і напруження з протилежних боків умовно не показані): а – загальний на-
пружений стан перерізу; б – фрагмент «В»; в – зусилля в полиці від моментів; г 
– напруження в полиці 
 
Можливі випадки розрахункових схем бітаврового перерізу подані на рис. 4: 
– нейтральна вісь двотаврового перерізу в напрямках X і Y знаходиться в 
ребрі (рис. 4, а); 
– нейтральна вісь в напрямку Y проходить в ребрі, а в напрямку X – в по-
лиці (рис. 4, б); 
– нейтральна вісь в напрямку Y проходить в полиці, в напрямку X – в ребрі 
(рис. 4, в); 
– нейтральна вісь в напрямках X і Y проходить в полицях (рис. 4, г). 
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Рис. 4. Розрахункові схеми бітаврового перерізу: а – нейтральна вісь знаходить-
ся в ребрах; б, в – нейтральна вісь знаходиться в ребрі і в полиці; г – нейтральна 
вісь знаходиться в полиці 
 
Розрахункова схема приймається у кожному конкретному випадку в про-
цесі розрахунку.  
 
5. Розрахункові залежності двовісного стиску бетону  
Комплексні дослідження стиснутого в обидвох напрямах бетону, проведені 
в ДП «Державному науково-дослідному інституті будівельних конструкцій» (м. 
Київ, Україна) [11], показали, що за двовісного стану спостерігається позитив-
ний вплив на граничні міцнісні та деформативні властивості бетону. Так, міц-
ність бетону збільшується на 16…30 % (рис. 5), а деформації на 23…56 % 




Рис. 5. Гранична крива деформативності бетону при двовісному стані: 1 – 












Рис. 6. Гранична крива міцності бетону при двовісному стані: 1 – σ2=0,2σ1; 2 – 
σ2=0,4σ1; 3 – σ2=0,52σ2; 4 – σ2=0,83σ1; 5 – σ1=σ2 
 
За результатами експериментальних досліджень, у т. ч. з врахуваннями до-
сліджень інших авторів [13], отримано наступні залежності [11]: 
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1 ̂   b cdf  та 1̂  b bR  при 2 / 0; b cdf  
 
1 1,3  ̂ b cdf  та 1 1,56̂  b bR  при 2 / 0,4; b cdf  
 
1 1,15   b cdf  та 1 1,23̂  b bR  при 2 / 1,0. b cdf  
 
У цих залежностях: 
1̂b  – граничні значення головного (більшого) стискаючого напруження 1;b  
cdf  – розрахункове значення міцності бетону на стиск;  
1̂b  – деформації бетону, що відповідають його максимальним напружен-
ням по напрямку більшого стискаючого зусилля (граничні значення відносних 









bR  – граничні деформації бетону за одновісного стиску;  
2b  – поперечне (перпендикулярне) до 1b  стискаюче напруження (друга 
складова напружень).  
За такого підходу використовують дослідні, нормативні або розрахункові 
значення коефіцієнта поліному діаграми осьового стиску.  
В чинних будівельних нормах (ДБН В.2.6-98:2009) також враховано, що 
при двовісному стиску досягається вища міцність бетону та більші його крити-
чні деформації. Проте, на відміну від пропозицій [10, 12], залежність деформа-
ції-напруження бетону прийнята більш простою – дволінійною з прямоліній-
ними ділянками (рис. 7). 
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Рис. 7. Залежність напруження-деформації бетону при двовісному стиску необ-
тисненого (1) бетону і обтисненого (2) бетону: а – загальна схема двовісного 
напруження; б – залежність   c c  
 
Згідно з ДБН В.2.6-98:2009 залежності між напруженнями і деформаціями 
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 для 0< 2 / ckf ≤1,0  ,ckf      (8) 
 
3, , / , cu c ck c ckEf            (9) 
 
3, 3 ,  cu c cu                     (10) 
 
де 2  – фактичні поперечні напруження стиску у загальних координатах, спри-
чинені обтисненням; 3, 3  c cu  та ckЕ  значення відносних деформацій і модуль 









Як бачимо, за основу формули (8) прийняті залежності, рекомендовані в 
роботі [11], проте при цьому використовується не характеристична (норматив-
на), а розрахункова міцність бетону на стиск.  
 
6. Приклад розрахунку призм з врахуванням двовісного стиску бетону  
6. 1. Вихідні дані 
Для прикладу взято перекриття з пінополістирольними вставками, фраг-
мент якого подано на рис. 8. Загальні розміри фрагмента перекриття (відстані 
між осями колон в напрямках x і y) – 6,86×6,06 м. 
Вставки мають розміри в плані 0,5×1 м, створюючи ребра в обидвох на-
прямках товщиною 10 см. За товщини вставок 10 см і загальної висоти плити 
перекриття 20 см товщина верхньої і нижньої полиць прийнята однаковою – по 




Рис. 8. Фрагмент монолітного залізобетонного перекриття з призматичними 
вставками: 1 – колони; 2 – контурні балки; 3 – вставки 
 
Згідно з вимогами ДБН В.2.6-98:2009, робочу ширину полиць для всіх гра-










,12 , eff eff wb b b                   (11) 
 
де ,1effb  – розрахункова ширина полиці, яка визначена з умови: 
 
,1 1 0 0 10,2 0,1 0,2   effb b l l b ; ,1 1.effb b                (12) 
 
В залежностях (11) і (12): wb  – ширина ребра, 1b  – розрахункова ширина 
звису (консолі), 0l  – розрахункова довжина. 
За умов защемлення в контурних балках 0 0,7l l . 
З врахуванням цих рекомендацій обчислюємо робочу ширину полиць біта-
врового перерізу в напрямках Х і Y.  
 
6. 2. Визначення робочої ширини полиці в напрямку Х 




Рис. 9. До визначення робочої ширини полиці в напрямку Х 
 
0 0,7 0,7 6,86 4,8 м.   






 xb  
 
,1 1 0 10,2 0,1 0,2 0,25 0,1 4,8 0,53 м 0,25 м;        
x x x x
effb b l b  
 
,1 00,53 м 0,2 0,2 4,8 0,96 м;    
x x
effb l  
 











Відповідно ,12 2 0,25 0,1 0,6 м.     
x x x
eff eff wb b b  
 
6. 3. Визначення робочої ширини полиці в напрямку Y 




Рис. 10. До визначення робочої ширини полиці в напрямку Y 
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 yb  
 
,1 1 0 10,2 0,1 0,2 0,5 0,1 4,24 0,524 0,5 м;          
y y y y
effb b l м b  
 
,1 00,524 м 0,2 0,2 4,24 0,85 м.    
y y
effb l  
 
Приймаємо ,1 0,5 м.
y
effb  
Відповідно ,12 2 0,5 0,1 1,1 м.     
y y y
eff eff wb b b  
Окрім геометричних параметрів, вихідними даними для розрахунків нор-
мальних бітаврових перерізів є значення згинальних моментів в обидвох на-
прямках (Mx, My).  
В даному випадку значення Mx, My прийняті за результатами загального 
статистичного розрахунку перекриття в складі каркасу будинку в програмному 
комплексі ЛІРА Сапр13 з використанням елементів оболонки і лінійних елеме-
















Рис. 11. Ізополя зміни моментів: а – в напрямку Х; б – в напрямку Y 
 
6. 4. Визначення необхідної кількості поздовжньої робочої арматури 
Для визначення необхідної кількості поздовжньої робочої арматури вико-
ристовуємо рекомендації [15] за умови, що нейтральна вісь не виходить за межі 
стиснутої полиці двотаврового перерізу. За інших умов для цього використову-









Необхідну кількість арматури згідно з рекомендаціями [15] можна обчис-
лити з рівняння (13), попередньо визначивши величину дискримінанта D квад-
ратного рівняння (14) для його розв’язання і висоту стиснутої зони з врахуван-
ням коефіцієнта 0,8:   
 
1 0,   cd s ydb f x A f                   (13) 
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Рис. 12. Напружено-деформований стан перерізу з використанням прямокутної 
епюри стиснутої зони 
 
Остаточні вихідні дані для розрахунку бітаврового перерізу подані в табл. 1.  
За цими вихідними даними і з використанням розрахункових залежностей 
ДСТУ Б В.2.6-156:2010 були обчислені значення напружень в бетоні в напрям-










Вихідні дані для розрахунку бітаврового перерізу 
В напрямку Х 
 
В напрямку Y 
 
Розрахунковий переріз в напрямку X Розрахунковий переріз в напрямку Y 
x
wb =100 мм 
,1
x
effb =250 мм 
x
effb =1100 мм 
xh =200 мм 
x
effh =50 мм 
x




Момент xM =38,9 кН·м 
Бетон класу С 20/25 
Арматура класу А400С 
y
wb =100 мм 
,1
y
effb =500 мм 
y
effb =600 мм 
yh =200 мм 
y
effh =50 мм 
y




Момент yM =21 кН·м 
Бетон класу С 20/25 
Арматура класу А400С 
 
6. 5. Визначення напружень і розрахункових параметрів бетону бітав-
рового перерізу  
Напруження в бетоні розраховували за деформаційною методикою, аналі-
тичний апарат якої розроблений в ДП «Державному науково-дослідному інсти-
туті будівельних конструкцій» (м. Київ, Україна) і поданий у ДСТУ Б В.2.6-
156:2010. 
Діаграма деформування бетону була прийнята за виразом (3.5) ДБН В.2.6-
98:2009. У цей вираз підставляли характеристичне значення міцності бетону 
класу С20/25. Деформації 1с , які відповідають піковій точці діаграми, прийняті 
рівними 0,00171, а граничні деформації 1сu  – 0,00385. Отримана таким чином 
діаграма (рис. 13) для спрощення інтегрування за визначення зусиль у бетоні 
стиснутої зони була описана поліномом п’ятого ступеня.  
У плиті по осях Х і Y нейтральна вісь знаходилася в межах верхньої полиці, 
тому реалізується 4-а форма рівноваги згідно з ДСТУ Б В.2.6-156:2010 (рис. 14).  
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Розрахунок несучої здатності нормальних перерізів виконували з викорис-
танням табличного процесора Excel за рівняннями (18) і (19). Результати розра-








Рис. 14. Розрахункова схема двотаврового перерізу 
 
За дії згинального моменту 38,90 кН·м в напрямку осі Х, згідно з деформа-
ційною методикою, висота стиснутої зони x1=3,14 см, відносні деформації ар-
матури – 0,0141, крайніх стиснутих волокон бетону – 0,0004659. Цим деформа-
ціям відповідає напруження бетону 10,34 МПа (рис. 15, а).  
За дії згинального моменту 21 кН·м в напрямку осі Y, згідно з деформа-
ційною методикою, висота стиснутої зони x1=3,13см, відносні деформації арма-
тури  ̶ 0,01694, крайніх стиснутих волокон бетону  ̶ 0,00038295. Цим деформаці-


































Результати розрахунку плити в напрямку осей Х та Y  














,кН смМ  
X 
0,0003 -0,0017 9,75E-05 7,314 –24,236 2589,925 
0,0004 -0,0022 0,00013 9,215 –31,801 3384,164 
0,0004 -0,0023 0,00014 9,739 –34,025 3616,185 
0,0005 -0,0025 0,00015 10,242 –36,228 3845,401 
0,0047 -0,0025 0,00015 10,339 –36,659 3890,155 
Y 
0,0003 -0,0016 9,67E-05 7,314 –26,891 1672,147 
0,0004 -0,0019 0,00011 8,295 –31,125 1931,732 
0,0004 -0,0019 0,00012 8,483 –31,964 1983,033 
0,0004 -0,002 0,00012 8,521 –32,131 1993,269 
0,0004 -0,0021 0,00012 8,908 –33,879 2100,002 
 
 
а        б 
 
Рис. 15. Графіки “ момент-напруження бетону” розрахункових перерізів плити: 
а – у напрямку осі Х; б – у напрямку осі Y  
 
Отримані значення міцності бетону використовуємо для подальших розра-
хунків, прийнявши: 
 
1 10,34 МПа,   x  
 



































































Для можливості використання залежностей (3), (8) ДБН В.2.6-98:2009 пе-












Умова виконується, тому визначаємо збільшену розрахункову міцність бе-
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Відносні деформації  
 























Збільшені значення модуля пружності бетону використовуємо у повторно-
му статичному розрахунку перекриття.  
Порівняння ізополів прогинів показує, що внаслідок зміцнення і, відповід-
но, збільшення модуля пружності бетону прогин зменшився з 11,2 мм до 9,04 
мм, тобто на 19,3 %.  
За збільшеними показниками міцності бетону виконують перевірні розра-
хунки характерних перерізів перекриття на міцність і тріщиностійкість.  
 
7. Обговорення отриманих результатів щодо розрахунку плитних кон-
струкцій  
Розроблено і обґрунтовано розрахункові схеми бітаврових перерізів, тобто 
перерізів плитних залізобетонних конструкцій з двонаправленим розташуванням 
вставок. Порівняно із загальноприйнятими схемами, що відображають напруже-
ний стан окремо кожного з напрямів (X і Y), розроблені схеми враховують роботу 
плитних залізобетонних порожнистих конструкцій в двох напрямках. 
На підставі аналізу напруженого стану показано, що від місцевої дії моме-









врівноважуються і залишаються напруження х  і  у  від дії загальних моментів 
хМ  і уМ  (рис. 3).  
Для визначення стискаючих напружень в полицях бітаврового перерізу ви-
користовуємо залежності (1) і (2), які базуються на експериментально-
теоретичних дослідженнях, проведених частково за участю авторів. Вони відо-
бражають те, що за одночасної дії напружень в обидвох напрямках (тобто при 
двовісному стисканні) міцність і жорсткість бетону суттєво збільшується (рис. 
5, 6) – на 16…30 % і 23…56 % в залежності від рівня другої складової напру-
жень в бетоні. Відповідно це позитивно впливає на роботу плитних конструк-
цій, що згинаються в обидвох напрямках. 
За результатами досліджень запропонована методика розрахунку, особли-
вістю якої є врахування двовісної роботи бетону, що є відмінністю порівняно з 
існуючими методиками розрахунку плитних конструкцій.  
Методика проілюстрована прикладом розрахунку натурного прямокутного 
перекриття в осях 3–5 між осями Д-Ж загальними розмірами в плані 6,06·6,86 м 
(рис. 8). Для визначення робочої ширини полиць перекриття в напрямках X і Y 
використані розрахункові схеми, подані на рис. 9, 10. Згинальні моменти в на-
прямках X і Y визначали з використанням програмного комплексу ЛІРА Сапр 
13 (рис. 10, 11).  
Для визначення стискаючих напружень в бетоні бітаврового перерізу не-
обхідно знати кількість (площу поперечного перерізу) поздовжньої робочої ар-
матури, яку обчислюємо з використанням залежностей (13)–(16). 
Маючи ці вихідні дані і клас бетону (табл. 1), обчислюємо напруження і 
деформативність бетону бітаврового перерізу (п. 6.5) за методикою ДСТУ 
Б.В.2.6-156:2010. Згідно з отриманими значеннями, міцність бетону і його мо-
дуль пружності у даному прикладі збільшилися відповідно на 39,4 % і 40,1 %.  
Повторний загальний статичний розрахунок взятого для прикладу перек-
риття в ПК ЛІРА показав, що його прогини при збільшеному модулі пружності 
бетону зменшилися з 11,2 мм до 9,04 мм, тобто на 19,3 %. 
Отримані в прикладі кількісні показники збільшення жорсткості доцільно 
перевірити експериментальними дослідженнями натурних плитних конструкцій 
(наприклад перекриття або його фрагментів). 
При цьому змінними величинами можуть бути загальні розміри перекриття 
в плані і геометричні розміри вставок, міцність бетону в діапазоні від класу 
С16/20 до класу С25/30. Доцільно, крім короткочасного завантаження, дослі-
дження проводити при довготривалому завантаженні, характерному для реаль-
них умов експлуатації перекриттів та інших плитних конструкцій.  
 
8. Висновки 
1. Розроблено і обґрунтовано розрахункові схеми бітаврових перерізів, 
тобто перерізів плитних залізобетонних конструкцій з двонаправленим розта-
шуванням вставок. Порівняно із загальноприйнятими схемами, що відобража-
ють напружений стан окремо кожного з напрямів, розроблені схеми врахову-









напрямках, що призводить до збільшення міцністних і деформативних характе-
ристик стиснутого бетону. 
2. Для визначення стискаючих напружень бетону бітаврового перерізу за-
пропоновано використовувати залежності, які базується на експериментальних 
дослідженнях двовісно стиснутого бетону, проведених частково за участю ав-
торів. Згідно з цими дослідженнями, міцність бетону збільшується на 16…30 %, 
деформації бетону – на 23…56 %.  
3. Розроблено методику розрахунку порожнистих плитних конструкцій з 
врахуванням двовісно стиснутого бетону. Подано приклад розрахунку за за-
пропонованою методикою натурного перекриття з вставками, який показав, що 
врахування двовісного напружено-деформованого стану бетону суттєво збіль-
шує міцність і жорсткість бетону перекриття – відповідно на 39,4 % і 40,1 %. В 
результаті цього прогини натурного прямокутного в плані перекриття розміра-
ми 5,76∙6,21 м зменшилися на 19,3 %.  
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